シュスウ 1 ノ GROTHENDIECK DESSIN ノ ケイサン タジュウ ゼータチ ノ ショソウ by 角皆, 宏
Title種数1のGrothendieck dessinの計算 (多重ゼータ値の諸相)
Author(s)角皆, 宏




Type Departmental Bulletin Paper
Textversionpublisher
Kyoto University
1 Grothendieck dessin \dagger
(Sophia Univ.) (TSUNOGAI Hiroshi)
0. $P^{1}\backslash \{0,1, \infty\}$
$KZ$ Galois Lie $P^{\rceil}\backslash \{0,1, \infty\}$
$P^{1}\backslash \{0,1, \infty\}$
Grothendieck dessins d’enfants ( ) [Gro]
Galois dessins d’enfants
dessin d’enfant [LMS200, LMS242, LMS243]
1. Bely$T$ Grothendieck dessin
1.1. $Bely_{\dot{1}}$ Belyl]. $C$ $C$ $C$ $P^{\rceil}$
$\{0,1, \infty\}$ $\beta$ : $Carrow P^{1}$ $Bely\dot{1}$ $(C, \beta)$ Belyt$W$
$\circ$ I:$=[0,1]=\{x\in R|0\leq x\leq 1\}\subset P^{1}(C)$ $D_{\beta}:=\beta^{-1}(I)\subset C(C)$




1.2. dessin d’enfant. Riemann $S$ $D$
$S\backslash D$ Belyr $(C, \beta)$ $(C(C), D_{\beta})$
( $S,$ $D$ ) ( $S,$ $D$ ) “dessin d’enfant”
( dessin ) $0,1$ $\infty$
$\beta^{-1}(\infty)$ $S\backslash D$ $2e$
$e$ $0,1,$ $\infty$
valency list dessin Bely$Y$
$\infty,$ $0,1$
(2010 9 9 )
\dagger [Yano] . [Kura] ( )
$C$ ( 18540048.22540032)
1813 2012 167-182 167
2. dessin Galois
2.1. Galois $\overline{Q}\subset C$ Bely$Y$ $(C, \beta)$ $\overline{Q}$
dessin $Q$ Galois $G_{Q}=$ Gal $(\overline{Q}/Q)$
Bely$T$ :
$(Bely\dot{1})$ . $\overline{Q}$ $C$ Bely$T$
$\beta:Carrow P^{1}$
1
$P^{1}\backslash \{0,1, \infty\}$ Galois $\varphi$ : $G_{Q}arrow Out\pi_{1}$
dessin $G_{Q}=G$al $(\overline{Q}/Q)$
Bely$T$ [Bel] $\mathfrak{j}\in\overline{Q}$ $i$ -
1 dessin $G_{Q}$ $0$
dessin ( tree) $G_{Q}$ (Lenstra-Schneps[Sch])
$g\geq 2$ $g$ dessin $G_{Q}$
( [Miya])
2.2. dessin. dessin Bely$Y$ $(C, \beta)$
$\bullet$ dessin Galois










$\bullet$ $d$ . $g$
$\bullet$ valency list
$\bullet$ monodromy Mon$(D)\subset \mathfrak{S}_{d}$
$\bullet$ $x$ ,y, z Mon(D) $C$ (Nielsen )
$\bullet$ cartographic Car(D) $\subset \mathfrak{S}_{2d}$ ( $D$ $D_{2}$ monodromy )
$\bullet$
3. 1. valency list Galois
valency list Galois valency list
1 Bely$Y$ ( $=$ ) Riemann-Hurwitz
3.2. monodromy
$\pi_{1}(P^{1}(C)\backslash \{0,1, \infty\})=\langle x,y, z|xyz=1\rangle\simeq F_{2}$
$0,1,$ $\infty$ $x,y,$ $z$ 2
dessin $D$ 1 $H$ $\beta$
$\pi_{1}(P^{1}(C)\backslash \{O, 1, \infty\})$ $N$ $\beta$ Galois
Mon(D) $:=$ Gal $(\beta)=F_{2}/N=\langle x,v\rangle\subset \mathfrak{S}_{d}$ $(d=\deg\beta)$
$D$ monodromy Mon(D) $D$ monodromy
$x,v,$ $z$ Mon $(D)\subset \mathfrak{S}_{d}$ valency list
168
3.3. Nielsen monodromy $x,y,$ $z$ Mon(D) Nielsen
Galois Mon(D) $=\mathfrak{S}_{d}$
valency list
Mon(D) $\subsetneq \mathfrak{S}_{d}$ Nielsen
monodromy Nielsen Galois
3.4. cartographic dessin $D$ $2d$
$D$ cartographic Car(D)
Car(D) $\subset \mathfrak{S}_{2d}$ $D$
$([ShaVoe, Ell] )$ : $s$ : $z\mapsto 4z(1-z)$ $0$ [2, 2, 11]-Belyr Belyr
$(C, \beta)$ $(C, so\beta)$ $D_{\beta}$ D2 dessin $2d$ Bely$Y$
Car(D) $=Mon(D_{2})$ $s$ $t(\{O, 1, \infty\})\subset\{0,1, \infty\}$
$0$ Bely$I$ ( $Bely\dot{1}$-extending map) Belyr $(C, to \beta)$
dessin (Wood[Wood])
3.5. dessin






3.6. : dessin Galois
( ) Galois




4. 1. dessin valency list dessin
monodromy valency list monodromy
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$x$ ,y, z $\in \mathfrak{S}_{d}$ xyz $=1$
GAP
$x=(1234)(56) x=(1234)(56)$$y=(153)(264) y=(125)(346)$
Mon(D) $={}_{6}T_{10},$ $\#=36$ Mon(D) $={}_{6}T_{7},$ $\#=24$
ffl$J$ 4.1.2. valency list [42, 33, 331 6 1 dessin
GAP $x,v,$ $z\in \mathfrak{S}_{6}$
$z$ cycle type $(4, 2)$ $x$ cycle type $(3, 3)$ $V$ cycle type $(3, 3)$
$xvz=1$ dessin
Riemann-Hurwitz
4.2. dessin Galois valency list valency list






( $\infty$ ) $Bely\dot{1}$
Galois ( )
5.0.1. 6 $0$ $[$6, 321, $2211]$-dessin dessin 3 1
$ _{}\backslash ^{-}$ ( ) Galois $(Q$ $+$ 2
) 1 Galois ( Galois 3 )
170
valency 3 $\bullet$ $x=0$ valency 2 $x=1$ $Bely\dot{1}$
$\beta$ $x=0$ (3 ), 1(2 ), $a(1$ $)$
$z=k\beta$ $z=x^{3}(x-1)^{2}(x-a)$ $z$ critical value $0,$ $k,$ $\infty$ 3









$f_{flJ}5.0.2$ . (Leila’s flower) valency list $[$ (20), $51\cdots 1$ , 65432$]$ dessin
$4!=24$ Galois









([ShaVoe, Zap, HoNa] ) Belyl
Birch[Bir]. 5. 6 ( )
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6.2.
$\bullet$ 5. $6$ $\infty$ ( )
$\bullet$ 6 ( ). $7$ $0,$ $\infty$
6.3. valency list Galois mon-










$d$ valency list valency list
dessin
7.2. 5 $\#\beta^{-1}(\{0,1, \infty\})=5$ 1
$\infty$ (valency) $P(0,0)$
[5, 5,311], [5, 5, $221|,$ $[5$ ,41,41 $]$ , [5, 41,32], [5, 32, 32]
$P$ 2 3
$L(2\infty-P)=\langle x\rangle, L(3\infty-2P)=\langle y\rangle$
( )
$u:=x^{2}-v\in L(4\infty-2P)\} v:=v^{2}-x^{3}\in L(6\infty-3P)$
$u\in L(4\infty-3P) , v\in L(5\infty-3P)$
$x,y$ Belyr $\beta$




$v=axv+$ bu, $z=xv+$ cu
$u=x^{2}-v, v=v^{2}-x^{3}, v=axy+bu, z=xy+cu$
$y$
$\dagger(x, z)$ $:=x^{5}-(2c-b+c^{2}+ac)x^{4}+c(c+ac-b)x^{3}+z(2c+a)x^{2}-z(b+ac)x-z(z-$bc$)=0$
$z=0,$ $k$ $a,$ $b,$ $c,$ $k$ $c=0$
$($ $z=xy)$ $ord_{P}(z)=3$ [5, 32, $32|$
172
$\emptyset\rfloor 7.2.1.$ $[5,41,32]$ -dessin 2 1 $R$
( )
Mon(D) $=\mathfrak{S}_{5}$ Nielsen Car(D) $Q$
Galois 2 Galois









$y=\frac{z-cx^{2}}{x-c}$ $c\neq k_{1_{\rangle}}$ k2
(1 $x$ $y$ 2 )
$c^{2}-54c-135=0$
$c=27\pm 12\sqrt{6}$ 2 $[$5, 41, $32]$ -dessin $Q$ ( )
Galois 1
7.3. 6 1 6 $\#\beta^{-1}(\{0,1, \infty\})=6$
1
valency list :
[6, 6, 3111], $[6, 6,2211],$ $[6,51,411],$ $[6,51,321],$ $[6,51,222]$
[6, $42,411|,$ $[6,42,321],$ $[6,42,222],$ $[6,411,33],$ $[6,33,321],$ $[6,33,222]$
$\infty$ (valency) $P(0,0)$
$z$ $P$ valency list 3
6 $P$ 2 3
$P$ 2 3
$L(2\infty-P)=\langle x\rangle, L(3\infty-2P)=\langle y\rangle$
$x$
$u:=x^{2}-y\in L(4\infty-2P)$ $u\in L(4\infty-3P)$
$V$ ( $x$ $y$
1 [Bir] $Q$ ( )
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$)$ Bely$Y$ $\beta$ $k$ $z=k\beta$ $z$
critical value $0,$ $k,$ $\infty$ $\infty,$ $P$
$y^{2},$ $z\in L(6\infty-3P)=\langle x^{3},$ $xy,u\rangle$ $x^{3}-z\in L(5\infty-3P)=\langle xv,u\rangle$
$k$
$y^{2}=ax^{3}+$ bxy $+$ cu, $z=x^{3}+$ dxy $+$ eu $(a\neq 0)$
$y$
$f(x, z):=x^{6}+(2e+bd-ad^{2})x^{5}+(-d^{2}c-be+2ade-$ cd $+$ bde $+e^{2})x^{4}$
$+(cde-be^{2}+ce-ae^{2}-2z)x^{3}-z(bd+2e)x^{2}+z(cd+be)x+z(z-ce)=0$






$x$ $dx-e=0$ 1 $x$ $y$
2 (
)
7.3.1. [6, 51, 411]-dessin 6 2 Mon(D) $=\mathfrak{S}_{5 }$
2 Mon(D) $=\mathfrak{S}_{6}$ 2




$+(x, 0)=x^{6}+(2e+bd-ad^{2})x^{5}+(-d^{2}c-$ be $+2ade-$ cd $+$ bde $+e^{2})x^{4}$
$+(cde-be^{2}+ce-ae^{2})x^{3}$
$=:x^{5}(x-+)$
$z=k$ 4 2 4 $x=1$




$Q$ ( ) Belyr 2 4 (
$2^{6}3^{3}5^{2}$ Galois $\mathfrak{S}_{4}$ ) Belyr 4
monodromy Galois Beckmann
2, 3, 5 I




[51, 51, 42], [51, 51, 33], [51, 42,42], [51, 42, 33], [51, 33, 33],






$[$51, $51,42|$ , [51,42,42], [51,42, $33|$
[Bir]
$(z\mapsto 1-z)$ 2
$0$ $[$51, 42, $2211]$ -dessin
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Bely$Y$ $u=u(x)$ : $x=\infty(5$ $)$ , $a(1$ $)$
$x=0$ (4 ), 1(2 )




( ) $E$ $x=\infty$ 3 ( $x=a$ $h(x)$
2 ) $P_{X}^{1}$ 2 $E$ : $ky^{2}=(x-a)h(x)$ (
twist ) $Earrow P_{u}^{1}$ $s$ : $z\mapsto u=4z(1-z)$
$1-u=(2z-1)^{2}$
$1- u=\frac{g(x)^{2}h(x)}{k(x-a)}=(\frac{g(x)y}{x-a})^{2}$
$2 z-1=\frac{g(x)v}{x-a}$ $Q(\sqrt{-15})$ Belyffl $(y$
dessin )




$Q$ Galois 2 Galois
1
7.4.2. [42, 42, 42]-dessin 2 ( ) $Bely\dot{\iota}$





$0,1,$ $\infty$ 3 dessin
$\omega=\frac{-1+\sqrt{-3}}{2}$ 1 $0,1,$ $\infty$ $\infty$ $-\omega$ $0$ $-\omega^{2}$
1 3 $Bely_{\dot{1}}$-extending map $t:z\mapsto t(z)=u=\frac{(z+\omega)^{3}}{(z+\omega)^{3}-(z+\omega^{2})^{3}}$
Belyr $(E, to \beta)$ dessin $(($to $\beta)^{-1}(0)$ $=$ { }, $($ to
$\beta)^{-1}(1)=\{\triangle\})$ :
dessin $\triangle$ 3
$0$ $[$42, 33, $3111]$ -dessin Belyr $u=u(x)$
: $x=\infty$ (4 ), 1(2 ) 1 $\triangle$ 3 $x=0$
$u=\frac{g(x)^{3}}{(x-1)^{2}}$ , $u$ - $l$ $= \frac{x^{3}h(x)}{(x-1)^{2}}$ $(\deg g=2, \deg h =3)$
$g(x)^{3}-(x-1)^{2}=x^{3}h(x)$
$g(x)\equiv(1-x)^{\frac{2}{3}}(mod x^{3})$ degg $=2$ $g(x)=1-\frac{2}{3}x-\frac{1}{9}x^{2}$
$x$ 3 $(x-2)$
$g(x)=-(x^{2}-2x-1)$ , $h(x)=-(x^{3}-3x-6)$ , $u=\frac{g(x)^{3}}{(3x-7)^{2}}=\frac{x^{3}h(x)}{(3x-7)^{2}}+1$
$E$ $\triangle$ 3 ( $h$ ) $P_{x}^{1}$ 3




$\frac{z+\omega^{2}}{z+\omega}=\frac{xv}{g(x)}$ $Q(\omega)=Q(\sqrt{-3})$ $Bely1?\backslash i$ (3
dessin ) 1
7.5.7 2 7 2
valency list 2 :
[7, 7,31111], [7, $7,22111|$
$\infty$ $P(0,0)$ $P$ 7 (2 3
) $x\in L(2\infty-P),y\in L(3\infty-2P)$ 6 $x$
$u:=x^{2}-y\in L(4\infty-2P)$ $u\in L(4\infty-3P)$
$y$ ( $x$ $y$
$)$ Bely$T$ $\beta$ $k$ $z=k\beta$ $z$
critical value $0,$ $k,$ $\infty$ $\infty,$ $P$
$y^{2}\in L(6\infty-3P)=\langle x^{3},xy,u\rangle$ $z\in L(7\infty-3P)=\langle x^{2}v)x^{3},$ $xy,u\rangle$
$x^{3}-y^{2}\in L(5\infty-3P)=\langle xy,u\rangle$ $x$ $x^{2}v-z\in L(6\infty-3P)$
$k$
$y^{2}=x^{3}+axy+$ bu, $z=x^{2}v+cx^{3}+$ dxy $+eu$
$y$
$f(x, z)$ $:=x^{7}-(ac-2d+c^{2}-b)x^{6}-(ae+2e+2ec-d^{2}-2bd- bc+acd)x^{5}$
$-(-bcd+2de-bd^{2}+be+ade-ace+e^{2})x^{4}$
$-$ $(-az-2cz+$ bce $+bde-e^{2}-ae^{2})x^{3}$
$+z(2e-b+ad)x^{2}-z(bd+ae)x+z(be-z)=0$
$z=0$ $x=0$ (7 ) $z=k$
$a,$ $b,$ $c,$ $d$ , e, k
1 $[7, 7,$ $*]$ -dessin $0,$ $\infty$ $\infty$ 1 $0$
$Bely_{\dot{1}}$-extending map $t$ : $z\mapsto-\frac{(z-1)^{2}}{4z}$ $(E, to \beta)$ 2
$0$ dessin( )
7.5.1. $[7, 7, 22111]$ -dessin 5 Mon(D) $=\mathfrak{A}_{7 }$ Nielsen
$(7\overline{A,}7B, 2A)$ $( 7 z, x Mon(D)$ ) 1
$Q$
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$Bely\dot{1}$ extending map $t$ : $z\mapsto-\frac{(z-1)^{2}}{4z}$ dessin
$((t\circ\beta)^{-1}(0)=\{\otimes\}, (t\circ\beta)^{-\rceil}(1)=\{\triangle\})$ 2
$0$ [7, 4111,2221]-dessin
Bely$Y$ $u=u(x)$ $x=\infty$ $4$ $x=0$ u–l
$x=1$
$u=kx^{4}g(x)=k(x-1)h(x)^{2}+1$ degg $=$ degh $=3$ , monic
differential trick
$g(x)=X^{3}+\frac{7}{5}X^{2}+\frac{56}{25}X+\frac{28}{5}, h(x)=X^{3}+\frac{6}{5}X^{2}+\frac{8}{5}X+\frac{16}{5}, k=-\frac{25}{256}$
$E$ 4 ( $x=1$ $g(x)$ 3 ) $P_{X}^{1}$ 2
$E:y^{2}=(x-1)g(x)$ $Earrow P_{u}^{1}$ $t:z\mapsto u=-\frac{(z-1)^{2}}{4z}$
$\frac{u}{u-1}=(\frac{z-1}{z+1})^{2}$
$\frac{u}{u-1}=\frac{kx^{4}g(x)}{k(x-l)h(x)^{2}}=\frac{x^{4}(x-1)g(x)}{(x-1)^{2}h(x)^{2}}=(\frac{x^{2}v}{(x-1)h(x)})^{2}$
$\frac{z-1}{z+1}=\frac{x^{2}v}{(x-1)h(x)}$ $Q$ Bely$Y$ $(y$
$\circ$ dessin ) 1
8.. “ ” Galois Galois. “ ” ‘(Mon” (monodromy ) ${}_{\mathfrak{n}i}T$ Butler-McKay[B-MK]. $Q$ )- Cremona
[Cre, Cre2] “$ID$” dessin $\overline{Q}$
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$\#$ $Q$ Bely$Y$
$S$ .2. 6 $\infty$ ( ).
D Pl 2
$T$ $P^{1}$ Galois3
$T$ ’ $P^{1}$ non-Galois 3
180
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